FLUXO ELETRICO E LEI DE GAUSS

Ao final deste capitulo vocé devera ser capaz de:

Entender e descrever a Experiéncia de Faraday, que originou a definicdo de fluxo elétrico e
densidade de fluxo elétrico

Definir a grandeza escalar fluxo elétrico.

Definir a grandeza vetorial Densidade de fluxo elétrico.
Relacionar o vetor intensidade de campo elétrico com o vetor densidade de fluxo elétrico.
Enunciar a lei de Gauss.
Identificar a simetria dos problemas, definir o sistema de coordenadas mais apropriado e
escolher superficies gaussianas adequadas.
Encontrar expressdes para o vetor intensidade de campo elétrico e para o vetor densidade
de fluxo elétrico para configuracdes especiais de carga.

Calcular o fluxo elétrico que atravessam superficies, fechadas ou néo.
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2.1 - DENSIDADE DE FLUXO ELETRICO - A EXPERIENCIA DE
FARADAY

Em 1837 M. Faraday estudando o problema de campos eletrostaticos realizou a seguinte
experiéncia: tomou duas esferas concéntricas, uma menor de raio a, e outra formada por dois
hemisférios de raio b, b > a. A esfera interna foi carregada com uma carga conhecida de Q
Coulombs positivos. Os hemisférios foram presos entre si, em torno da esfera menor, com o
espaco entre elas preenchido por um material isolante. A esfera externa foi entao
cuidadosamente removida. Faraday percebeu que na esfera externa fora induzida uma carga
negativa de magnitude igual & da esfera interna.

fig. 2.1- Configuracéo da
experiéncia de Faraday
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O valor da carga induzida ndo dependia do tipo do material isolante utilizado. Faraday
denominou esse fenbmeno dmxo de deslocamento, deslocamento, Ou simplesmente
fluxo elétrico.

As setas que saem da esfera com carga positiva, para a esfera com carga negativa receberam o
nome delinhas de for¢a, ou linhas de fluxo. Denominando o fluxo elétrico pap a
experiéncia de Faraday mostrou que:

9=Q (0) (2.1)

Portanto, a unidade de fluxo elétrico € também o Coulomb. Sabendo que a carga Q estava
distribuida uniformemente sobre a superficie da esfera interna, e que a sua @eéa é 4

Faraday descobriu quedansidade de fluxo elétrico nesta superficie era Q2 (C/nt). Para
a esfera externa, o valor da densidade de fluxo serigo®QQ@/nr).

A densidade de fluxo elétrico é uma grandeza vetorial, definida pelo sibbofodirecdo de

D em um ponto é a direcdo das linhas de fluxo que atravessam a superficie tangente a esse
ponto. Para uma superficie imaginaria com raio r, ela pode ser expressa vetorialmente como:

Q

4mr?

D= a (C/m?) 22)

Imagine agora que a esfera menor seja substituida por uma carga pddtwdd@bs, situada
no centro. Como as linhas de fluxo sdo sempre radiais, a densidade de fluxo elétrico na
superficie imaginaria ndo deve se alterar.

Relembrando a expressao para vetor intensidade de campo elétrico devido a uma carga
pontual no espaco livre:

= 1 Q.

= —.a (N/C

e re o (VO (23)
podemos concluir que:

D=¢g,E (C/m?) (2.4)

Embora esta expressao tenha sido obtida a partir de expressbes para o vetor intensidade de
campo elétrico e densidade de fluxo gerados a partir de uma carga pontual, esta relacdo &
vélida para qualquer ponto do espaco, e para qualquer configuracédo de cargas.
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Fixando e memorizando ...
Em seu caderno de estudos, execute as seguintes atividades:

Descreva a Experiéncia de Faraday.

Qual foi a sua descoberta ?

O que séo linhas de fluxo ?

O que é densidade de fluxo ?

Expresse vetorialmente a densidade de fluxo.
Relacione o vetor intensidade de campo elétrico com o vetor densidade de fluxo elétrico

ok wNE

2.2 - A LEI DE GAUSS

Pela experiéncia de Faraday podemos perceber facimente que 1 C de fluxo elétrico que
atravessa uma superficie fechada qualquer é produzido por 1 C de carga, independente da
geometria da superficie atravessada, e do volume que contém a carga. Obviamente a densidade
de fluxo varia de uma configuracdo para outra, mas o fluxo total permanece constante.

Tudo isso pode ser generalizado num simples enunciado, conhecido como a Lei de Gauss.

a carga total envolvida por essa superficie (Lei de Gauss).

O fluxo elétrico que atravessa qualquer superficie fechada é igual

Na verdade o trabalho de Gauss consistiu na formulacdo matematica do enunciado acima, que
ja era conhecido entéo.

Imagine uma distribuicdo de cargas, envolvida por uma superficie fechada S (fig 2.2).

A

y

o | fig. 2.2 - Distribuicdo de
°F cargas e Superficie
Gaussiana.

v
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Vamos agora tomar um incremento de superfiSe Como esse elemento incremental de area
€ muito pequeno, ele pode ser considerado como sendo plano. Contudo, ele tera uma
orientacdo no espaco, que sera dada pelo vetor perpendicular ao plano que tangencia a

superficie S neste ponto (centro A8). Portanto,AS é uma grandeza vetorial. A densidade
de fluxo que atravessasS é 55 e, genericamente, fara um ang@loom AS.

O fluxo que atravessAS sera, entdo:

A@=D_AS=D AScos8 (C) (2.5)
A é uma grandeza escalar, resultante do produto escalar entre os Pem®res.
O fluxo total que atravessa a superficie fechada S sera, entéo.

P= f do= ﬁ, D..dS (C) (2.6)
A integral resultante € uma integral de superficie fechada (dai o siﬂhbc)le, portanto, uma
integral dupla. Esta superficie é frequentemente chamasigpdeficie Gaussiana.

A Lei de Gauss é entdao matematicamente formulada como:
;fs D..dS=Q (C) (2.7)

A carga envolvida pode ser de qualquer tipo: cargas pontuais discretas, linhas de cargas,
distribuicdo superficial de cargas ou uma distribuicdo volumétrica de cargas. Como essa ultima
engloba genericamente todos os outros tipos, a Lei de Gauss pode ser expressa em fungédo de
uma distribuicdo de cargas:

fsf)s.dé= Iv p,dv (C) (2.8)

Na equacéo 2.8, a integral da direita pode ser substituida por cargas pontuais, integral de linha
de uma densidade linear de cargas, integral de superficie de uma densidade superficial de
cargas, e até mesmo combinacdo destes casos.

Fixando e memorizando ...
Em seu caderno de estudos, execute as seguintes atividades:
1. Enuncie a Lei de Gauss.

2. Equacione a Lei e Gauss.
3. O gue é uma superficie gaussiana ?
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Exemplo 2.1

Calcular o fluxo que atravessa a superficie de uma esfera demainos, produzido por uma
carga elétric® Coulombs, colocada no centro dessa esfera.

Solucao
Sabemos que na superficie de uma esfera de raio a, a densidade de fluxo elétrico é:

Q

m?

3, (C/m?)

D, = Z
O elemento diferencial de area em coordenadas esféricas, na superficie de uma esfera de raio a
é:
dS=r? senfdgd=a® senBdgde.4,

fig. 2.3 - Elemento
diferencial de area

O produto D,AS é:

Q . 2 s )= Q
E‘f?.ar E(a senBdqdd.a, )— prel Odqdo

A integral de superficie sera:

[ IOZ”%[ sen Bclgdd

Os limites de integrgdo foram escolhidos de modo que a integracdo fosse realizada sobre a
superficie uma uUnica vez. Integrando primeiro em relagiie am seguida em relaca®:a

b1

"Q oco0 = Qoocsl =
I()Ecosede—zcoseo Q (O

Ficando pois comprovado que:
fﬁs.dézQ (©)
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Refaca este exemplo ...
Em seu caderno de estudos refaca este exemplo, seguindo os seguintes passos:

1. Escreva a expresséao para o vetor densidade de fluxo elétrico, para uma carga pontual.

2. Expresse o elemento diferencial de superficie adequado para este exemplo..

3. Faca o produto escalar entre o vetor densidade de fluxo elétrico e o elemento diferencial de
superficie.

4. Integre o resultado obtido no passo 3, sobre a superficie da esfera.

Exemplo 2.2

Calcular o fluxo elétrico total que atravessa a superficie esférica com raio r = 10 m, sendo que
a distribuicdo de carga € composta por uma linha de cargas ao longo do eixo z, defpida por
= 2" C/m naregide2 < z< 2 m ep| = 0 no restante.

Solucao
Existem duas maneiras de se resolver este problema:

Se vocé adora resolver integrais complicadas pode encontrar uma expressado para 0 campo
elétrico em um ponto qualquer da superficie de raio r (0 que ja se constitui num trabalho de
integracdo um tanto complexo), e novamente integra-la em toda a superficie (outro tremento
trabalho de integracéo).

Se vocé ndo tem tanta aptiddo assim para integrais complexas, e ja entendeu o conceito da lei
de Gauss, pode simplesmente integrar a funcdo da densidade linear de cargas ao longo de z, de
-2 a2 m. A lei de Gauss garante que os resultados serdo 0s mesmos.

Entéo:

2
Q= I 26?74z (C)
-2
Como a funcdo moédulo ndo é continua, vamos dividir a integral acima em duas integrais:
Q= ® 6227 + [ 26dz (©)
J 2ol

0 2
+ eZz
-2

Q - _e—22

0

Q=-1+e*+e*-1=107,19 (C)
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Portanto, o fluxo que atravessa a superficie fechada r = 10 m, para essa distribuicdo de cargas
é 107,9 C.

Exemplo 2.3

Considere uma linha infinita de cargas. Utilizando a Lei de Gauss encontre a expressao para o
vetor intensidade de campo elétrico.

Solucao

De discussbes anteriores sobre o campo Portanto :
elétrico produzido por uma linha de cargas,

sabemos que o ele é radial e s6 varia com o D=D,.4 (C/m)
raio r.
EA E
e fig.. 2.3 - Superficie
L = gaussiana em torno de uma
D linha de cargas
—_ I

A superficie gaussiana escolhida entdo € um cilindro de raio r e comprimento L.

Para aplicarmos a lei de Gauss, essa superficie sera dividida em 3 superficies: a lateral do
cilndro propriamente dito, o topo e a base.

Q:fD'dézjwo * topo +J’bme

Como o campo elétrico s6 possui a componente radial, 0 produto escalar entre o elemento de
superficie e o vetor densidade de fluxo para as integrais no topo e na base da superficie
gaussiana sera nulo. Portanto:

Q:ff).d§=D jgos
Q= DIOer(pdz =D2mL

QP crmd
2l 21
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=_D . P

E=—a, =

€o 2T I

A (N/C)

Este exemplo comprova que o campo elétrico produzido por uma linha infinita de cargas tem
comportamento radial, e varia inversamente com a distancia do ponto a linha de cargas.

Refaca este exemplo ...

Em seu caderno de estudos refaca este exemplo, seguindo os seguintes passos:

1. Escolha uma superficie gaussiana adequada.

2. Subdivida esta superficie fechada em outras superficies abertas.

3. Identifique em quais superficies a integral sera nula, explicando por qué.

4. Na superficie que restou, como € o comportamento do médulo do campo elétrico ?
Constante ? Variavel ?

5. Expresse o elemento diferencial de superficie em coordenadas cilindricas.

6. Realize o produto escalar entre o vetor densidade de fluxo elétrico e o elemento diferencial
de superficie.

7. Calcule a integral, e encontre 0 médulo do vetor densidade de fluxo.

8. Expresse o vetor densidade de fluxo e/ou o vetor intensidade de campo elétrico.

Exemplo 2.4

Encontrar a expresséo para o campo elétrico produzido por uma distribuicdo superficial infinita
de cargas.

Solucao:

D ] aS
fig. 2.4 - superficie gaussiana para
uma distribuicdo superficial de cargas
5 1 8

Da discusséao do capitulo anterior, o campo elétrico produzido por uma distribuicdo superficial
infinita de cargas tera apenas a componente na direcdo normal a esta superficie.

A superficie gaussiana utilizada serd um pequeno cilindro, de altura h e area A8.base
metade dele estara acima da superficie, e a outra metade abaixo.

Novamente dividiremos esse essa superficie fechada em 3 superficies abertas distintas, a saber,
0 topo a base e a lateral do cilindro. Como o campo elétrico ndo possui componente paralela a
superficie, a integral na superficie lateral sera nula. Portanto:

Q:ff).dézo‘ﬁgo&D J’dS+D ds

topo base
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P AS=DAS+DAS

D:&

Refaca este exemplo ...
Em seu caderno de estudos refaca este exemplo, seguindo 0s seguintes passos:

Escolha uma superficie gaussiana adequada.

Subdivida esta superficie fechada em outras superficies abertas.
Identifique em qual superficies a integral sera nula, explicando por qué.
Nas superficies que restaram, como € o comportamento do modulo do campo elétrico ?
Constante ? Variavel ?
Realize o produto escalar entre o vetor densidade de fluxo elétrico e o elemento diferencial
de superficie.

Encontre o médulo do vetor densidade de fluxo.
7. Expresse o vetor densidade de fluxo e/ou o vetor intensidade de campo elétrico
vetorialmente.

PonPE

o

o

Por este exemplo chegamos a conclusdo (a principio absurda) de que o campo elétrico
provocado por uma distribuicdo superficial de cargas ndo depende da distancia do ponto a

superficie. Nado se esqueca de que este raciocinio foi feito para uma distribuicdo infinita de

cargas, que nao existe na pratica. Uma distribuicdo superficial finita de cargas pode ser

considerada como infinita se a distancia do ponto de interesse a distribuicdo superficial de

cargas for muito pequena, comparada com as dimensfes da mesma. Para pontos mais
distantes, a distribuicdo ndo pode ser considerada infinita, e a expressao acima ndo € mais
valida.

Exemplo 2.5

Dois condutores cilindricos coaxiais, para efeitos praticos sdo considerados como sendo
infinitos. O interno & macico, de raaiom. O externo possui raio interbom e raio externa
m. Uma carga de densidagdg C/nt é colocada na superficie do condutor interno. Avaliar o

campo elétrico a partir da origem até r > c.




18

Solucao

Fig. 2.5 - Superficies Gaussianas em um
cabo coaxia

Superficies gaussianas cilindricas de
comprimento L sdo tracadas. A primeira
delas possui um raio r < a. Portanto:

Q=f5.dé=o
E = 0 no interior do cilindro interno.

A segunda superficie gaussiana possui um
raioa<r<h.

fﬁ.déz [pss

A primeira integral é calculada sobre a
superficie gaussiana, e a segunda sobre a
superficie do condutor interno. Portanto:

L 2m L 21
DIOIO rdcpdz-p%fo adgdz
D2mrL =p  2mal
D=p,= (C/m?)

r

Se a carga for expressa em unidade de
comprimento:

Q=2malp,

P, =21BP,

=P (c/m?)
21T

—

g2 - P

2TE I

S| o

a, (N/C)

gue é semelhante a expressao para uma
linha de cargas.

A terceira superficie gaussiana € um

cilindro com raio r, tal que a <r <c. A
carga interngg induz uma carga de igual

magnitude na superficie interna do

condutor externo. Portanto a carga

envolvida pela superficie gaussiana é:
pL-p,L=0

Portanto:

f D.dS=0

ou seja, 0 campo elétrico é nulo no interior
do cilindro externo.

Tomemos agora uma quarta superficie
gaussiana de raio r > c. A carga negativa
induzida na superficie interna do condutor
externo por sua vez induz uma carga

positiva de mesma magnitude na superficie
externa do condutor externo. Portanto:

ff).dé=Q
ff).d§= [PedS
D2mrL=p 421l
D=ps; * (C/m?)

Como as cargas induzidas séo iguais:
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D

= _Pex_ P A
Py 2TEl =p, 2Tl Eext = ‘. —Zmor-ar (N/C)
P 2TEL =p, 21l Esta é a mesma expressdo para 0 campo
produzido pelo condutor interno. Em
PC=P,b=pgya outras palavras, para pontos r > c a

presenca ou ndo do condutor externo nao
a_p, X apresenta nenhuma influéncia sobre campo
Dext:psl?zﬁ (C/m?) elétrico produzido pela distribuicdo de
cargas do condutor interno.

Graficamente:

(N/C)

fig. 2.6 - Comportamento do campo
elétrico em fungéo de r.

[—

a h c

v

r(m)

Pelos exemplos que acabamos de resolver, podemos concluir que:

Somente o conhecimento da simetria do problema nos permite escolher superficies
gaussianas adequadas.

O ndo conhecimento dessa simetria torna a solugcdo do problema pela Lei de Gauss
extremamente complicada.

Problemas que ndo possuem simetria conhecida sédo resolvidos de uma forma um pouco
diferente, como sera visto no proximo capitulo.

EXERCIcIOS

1)- O eixoz de um sistema de coordenadas retangulares contém uma distribuicdo uniforme de
cargas, com densidagg = 50 nC/m. Calcule o campo Elétrice em (10,10,25) m,

expressando-o em coordenadas cartesianas e cilindricas.

2)- Existem duas configuragoes lineares de carga, com densidades gguai€ nC/m,

paralelas ao eixg, localizadas em = 0 m ,y =+6 m. Determine o campo elétried em (-
4,0,z) m.
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3) - Oplano 3x + y - 6z = 6 m contém uma distribui¢cdo uniforme de cargas com densijade

= 0,6 C/n®. Calcule o campo elétricg relativo ao semi-espaco que contém a origem.

4) - Uma pelicula infinita com densidade uniforrpg = (109/6m) C/m3 esta localizada em
= -5 m. Outra pelicula com densidaole= (-10°9/6m) C/m3 esta localizada ema =5 m .

Calcule a densidade linear uniformeg;, necessaria para produzir o mesmo valoEdem
(5,3,3) m, supondo que esta ultima se localize erf),y = 0.

5) - Uma certa configuracdo engloba duas distribuicdes uniformes de cargas. Uma pelicula
com pg — -60 nC/nf» €My = 3 m, e uma reta uniformemente carregada ppm 0,5

HC/m, situada em= -3 m,y = 3 m. Em que ponto o cam;ﬁ)seré nulo ?

6) - Um anel circular eletricamente carregado, com raio 4 m, esta nozpta@pcom centro
localizado na origem. Se a sua densidade uniformesfor 16 nC/m, calcular o valor de

uma carga pontual Q , localizada na origem, capaz de produzir 0 mesmo campo elétrico em
(0,0,5) m.

7) - Calcule a carga contida no volume definido parmrZ 3 m, 0< @< 173, 0<z <4 m, dada
a densidade de cargas: Zserfp C/m3.

8) - Uma superficie fechada S envolve uma distribuic&o linear finita de cargas definida por O
L < tm, com densidade de carggs- -pgsen(L/2) C/m. Qual é o fluxo total que atravessa

a superficie S ?

9) - Na origem de um sistema de coordenadas esféricas existe uma carga pontual Q C. Uma
carga (Q'- Q) C esta uniformemente distribuida sobre uma casca esférica de raio a m. Qual &
o fluxo elétrico que atravessa a superficie esférica de raio k m, parak<aek>a?

10) - Uma area de 40,2%msobre a superficie de uma carga esférica de raio 4 m é atravessada
por um fluxo de 154C de dentro para fora. Quanto vale a carga pontual localizada na
origem do sistema relacionado a tal configuracdo esférica ?

11) - Uma carga pontual Q = 6 nC esta localizada na origem de um sistema de coordenadas
cartesianas. Quanto vale o flu¥bque atravessa a porcao do plaro4 m limitada por -6

Sys6em;-6sx<6m?
-r

12) - Dado quef):f:%Oefar —Z%aZ (C/m?) em coordenadas cilindricas, calcule o fluxo total

gue sai da superficie de um cilindro circular reto descrito porr=2bm, z=0, z=5b m.

13) - Sobre a origem de um sistema de coordenadas esféricas existe uma carga pontual Q =
1500 pC. Uma distribuicdo esférica concéntrica de cargas de raio r = 2 m tem uma

densidadepg = 50t pC/m2. Quanto deve valer a densidade de cargas de uma outra
superficie esférica, r = 3 m, concéntrica, para resultarem D =0 parar >3 m.



